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UNIDAD N°1

Variables aleatorias bidimensionales
dimensionales. Distribuciones.

Variables aleatorias bidimensionales discretas y continuas. Definiciones y ejemplos.
Distribucion de probabilidad puntual conjunta. Distribuciones marginales. Variables
aleatorias independientes.

Propositos:
Brindar oportunidades para la construccion de herramientas gque permitan:
Definir variables aleatorias n-dimensionales.

Identificar situaciones reales en las que intervienen variables aleatorias
bidimensionales.

Analizar distribuciones de probabilidades de variables aleatorias discretas y
continuas.

Resolver situaciones problematicas de diferentes distribuciones de probabilidad
de variables aleatorias discretas y continuas.
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Variables aleatorias
bidimensionales

A veces es necesario trabajar con probabilidades que involucran a mas de una variable
aleatoria al mismo tiempo.

Ejemplos

Podemos querer calcular cual es la probabilidad de que:

- una persona elegida al azar mida entre 1.70 y 1.80 m y pese entre 80 y 90 kg.

- un/Mnpersona que pesa entre 70 y 80 kg mida menos de 1.60 m.

Ambas
discretas

El n°© de alumnos
que cursan la LEM

y el n® de materias
aprobadas de cada
uno
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Ambas
continuas

El peso de una
persona y su altura
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Una discreta y
una continua

La longitud de las
carreteras y el
numero de

estaciones de
servicio que hay en
cada una




Tipos de distribuciones

Asl como en las variables aleatorias unidimensionales nos interesa estudiar como se
distribuye la probabilidad de cada uno de los valores posibles, en las variables

aleatorias bidimensionales nos interesa lo mismo, con la salvedad de que ahora los
valores posibles son pares de valores, o bien vectores de dimension 2. Notemos que:

1) la probabilidad de un determinado par de valores no puede ser menor que cero.

2) la suma de las probabilidades de todos los pares de valores da 1, porque al
hacer el experimento siempre sale uno de los pares posibles.

Cuando se estudian conjuntamente dos variables, surgen
tres tipos

Distribuciones
condicionadas

Distribuciones
conjuntas

Distribuciones
marginales
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Funcion distribucion

Distribuciones conjuntas de variables aleatorias discretas

Fiy(x,¥) es una funcion que a cada par de valores posibles le asigna su
probabilidad.

F,7 (x,¥) es una funcion de probabilidad discreta conjunta si y solo si cumple
con:

i) Fip ()20 ¥(x,y)
i) ZZFH(I,}*)ZI
x ¥

i) Si AC Dyy = P(4)=> > P(x.y)
(x.y)e d

Siendo A un subconjunto de Dy, (dominio de la funcion Fyy incluido en R?)
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Ejemplo 1

Siendo X: el numero que sale al tirar un dado honesto e Y: la cantidad de caras que
salen al tirar una moneda:

X: puede tomar del 1 a 6.

Y: cara (0) y ceca (1).

Hay doce eventos diferentes. Cada probabilidad de que salga un nimero y una de las
caras de las monedas es 1/12.

Y
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Distribuciones conjuntas de variables aleatorias continuas

Analogamente a la funcion de densidad de una variable aleatoria unidimensional, para

obtener probabilidades a partir de la funcion de densidad de una variable aleatoria
bidimensional debemos integrarla.

En vez de una integral simple, es una integral doble. Es decir, la integral de la funcion
de densidad f,;(x,¥) en un dominio D del plano XY, da la probabilidad de que la
variable aleatoria XY asuma un valor comprendido en ese dominio.

Sy (x,¥) es una funcion de densidad de

probabilidad continua conjunta si y solo si
cumple con:

D frx»)z0 V(x,y)

) [ [ i ooy =1

——0

i) P(4)= [ [ for (x.)etxdy
K|

Siendo A un subconjunto de R? incluido en
el dominio de f,;(x,¥)
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Ejemplo 2

Se toma un punto al azar del plano XY, con la primera componente entre 2 v 3, v la
segunda entre 1 vy 4, v se toma la variable aleatoria X como la componente x del

punto, y la variable aleatoria Y como la componente y del punto.

; [l si 2<x<3l<y< 41
S (6, y)=143
{_D Votro x,y J

integral de la altura f,y(x,¥) en dicho intervalo.

\ Sobre todo el recinto de integracion

/
\ Se cumplenlas

Para un recinto incluido en D propiedades de la
funcion densidad
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Distribuciones marginales

A veces, nos puede interesar conocer la distribucion de una
componente por separado, sin tener en cuenta a la otra componente.
Eso se denomina "marginar", y la distribucion de la variable
unidimensional por separado se llama "distribucion marginal"

Distribuciones marginales de variables aleatorias discretas

Sea la variable aleatoria bidimensional (X, Y) distribuida segun Py (x.y), la
distribucion de X, también Illamada distribucion marginal de X, es
+x
Py(x)= > Py (x,y) para cada valor x de la variable aleatoria X. Analogamente, la
y=x
+x
distribucion marginal de Y es B (v) = ZPE, (x.y) para cada valor y de la variable
r=—
aleatoria Y. Es decir, para cada valor posible de la variable aleatoria cuya distribucion
se desea hallar, se suman las probabilidades conjuntas de ese valor con cada uno de
los valores posibles de la otra variable.

Ejemplo 3

Sila distribucion conjunta de X e Y es la siguiente,
hallar la distribucion de X vy la distribucion de Y por
separado.




Distribuciones marginales de variables aleatorias continuas

La marginacion de variables continuas es analoga a la de las variables discretas, pero
puede acarrear algunas dificultades adicionales.

Sea la variable aleatoria bidimensional (X, Y) distribuida segin f; (x,3):

e la distribucion de X (también llamada distribucion marginal de X) es

fr= Ifﬂ (x,v)dy para cada region del dominio de X donde no cambien los

limites de integracion de f; (x,¥) con respecto a Y.

» Analogamente, la distribucion de Yes f; = Ifﬂ (x.v)dx para cada region del

—x

dominio de Y donde no cambien los limites de integracion de f,;(x,¥) con

respecto a X.

Ejemplo 4

Sea la siguiente distribucion:

— s5I O=x<4, 1<y <3
f.ﬂ'(‘x:y): 3
0 YV ofro x,y

Calcular f, = -I.fﬂ('x:y)‘# y fr = Ifﬂ(xay)dx




Distribuciones condicionadas

Distribucién condicional para variables aleatorias continuas

Sean X, Y variables aleatorias continuas, se define:

La funcion de densidad condicional de X dado Y determina la
correspondiente distribucion condicional de probabilidades, es decir,
nos dice como se distribuyen las probabilidades de los valores de X,

una vez que se conoce el valor que ha tomado Y.

Ejemplo 5

Se realiza el experimento de tomar una persona al azar y medir su peso y su altura.
Se definen los sucesos A v B. Suceso A: La persona pesa mas de 60kg. Suceso B: La
persona mide 1.90 m. Llamemos X a la variable aleatoria peso e Y a la variable
aleatoria altura.

Donde Y esta expresada en metros y X esta expresada en decenas de kg.
]' o] 2

i ) —v O<y<l, 3y<x<3y+4d

La distribucion conjunta es fi;(x,¥) =18

{_U vV otro x,y

Sabiendo que ocurre el suceso B, écual es la distribucion condicional del peso?



Esa es la funcion de densidad condicional de X dado Y. En ella podemos poner
cualquier valor permitido de Y, y obtendremos la distribucion de probabilidades para X
dado que conocemos el valor de Y. Por ejemplo, si en esa funcion ponemos y = 1.8,
obtendremos la distribucion del peso X de las personas que miden 1.80m.

1
. [_ U Vo« "_..1.; -
Grafiquemos f, ;(x,y) ="+ i o ' para distintos valores de Y:

{_U YV otro x,y

2 ] -] B p)

Observamos que para distintos valores de la altura, las probabilidades de los valores
posibles del peso son distintas. En este caso vemos que a medida que la altura
aumenta, la masa de probabilidades de los pesos se va corriendo hacia los valores

grandes.
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Distribuciones condicionadas

Distribucién condicional para variables aleatorias discretas

Py (x,¥)

Sean X, Y variables aleatorias discretas, se define P, ;(x,y)= Py
7 ()

La funcion de probabilidad condicional de X dado Y determina la
correspondiente distribucion condicional de probabilidades, es decir,
nos dice como se distribuyen las probabilidades de los valores de X,

una vez que se conoce el valor que ha tomado Y.

Ejemplo 6

Se tienen las variables aleatorias discretas X e Y, cuya distribucion conjunta es la que
se presenta en la siguiente tabla. Calcular Py ;(x,).
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Independencia de variables
aleatorias

/ Para X, Y variables aleatorias continuas Para X, Y variables aleatorias discretas \
¥ e Y son estadisticamente independientes X e Y son estadisticamente independientes
L= L=

Syrir (6,y)= [y (x) Py y(x,y) = Py(x)

L= L=

frr(x.y)= 17 (¥) Py () =F ()

Sy (6, ¥)= [y (x).1f5 (¥) Py (x,3)= Py (x)-F; (¥)

. Y

Variables continuas

Ejemplo 7

Analizar para cada una de las siguientes distribuciones si las variables X e Y son
independientes o no:

(3
Z(x—y) si0<x<20<y<x

a) far (%.3)=1
0 Votro x,y
nyl si 0<x<4:0<y<3
b]fh(Ly):{?z

0 Yotro x,y




Variables discretas

Ejemplo 8

Analizar para cada una de las siguientes distribuciones si las variables X e Y son
independientes o no:

a)

-
.-n
---




Esperanza matematica

E(X)=py = [x. fr(x)dx

Dada una distribucion, su media o esperanza nos da una
idea de cual es el valor que podemos esperar obtener al
hacer el experimento. A su vez, la distribucion condicional
es un modelo que, dado el valor arrojado por una variable,
nos permite tener una distribucion de probabilidades para la
otra variable

E(X/Y) =ty = [x. frq(ny)d

—
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